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زندگی صحنه یکتای هنرمندی ماست

هرکسی نغمه خود خواند و از صحنه رود 		

صحنه پیوسته به جاست 				  

		 خرم آن نغمه که مردم بسپارند به یاد... 					   

	

با توجه به سرمایه گذاری شخصی  در چاپ کتاب
عواید حاصل از فروش به موسسه خیریه »بچه‌های آسمان« و »مهرانه« تقدیم می گردد.
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پدرم 	 به  تقدیم 

زندگی  تمام  طول  در  من  حامی  و  استوار  کوهی 

مادرم 	 به  تقدیم 

آموخت من  به  زندگی  الفبای  که  صبوری  سنگ 

و

ثبوتی پروفسور  به  تقدیم 

زنجان  تکمیلی  تحصیلات  دانشگاه  ر  بنیانگذا  

رستمی آرش 
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به  تقدیم 

دانم.  می  آن  عطوفت  و  مهر  مدیون  را  زندگیم  که  مهربانم  مادر  دلم،  نامه  لغت  در  ها  واژه  ترین  مقدس 

حامی. و  بردبار  مشفق،  مهربانی  پدر، 

داداشی سعید 
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همسرم به  تقدیم 

است  تر  بخش  لذت  تو  با  قدم  برداشتن  که 

و

نبود. ممکن  شما  همراهی  بدون  شدن  سواد  با  لذت  که  عزیزم  مادر  و  پدر 

جهانی سامان 
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پیشگفتار مؤلفین

که  بوده  ایتالیا  تورینو  پلی‌تکنیک  دانشگاه   Carrera پروفسور  کتب  از  یکی  رو  پیش  کتاب 
در مورد سازه‌های تیری نظریه‌ها و تئوری پیرامون این موضوع می‌باشد. پس از مطالعه کتاب 
با توجه به عدم وجود چنین کتابی در محیط دانشگاهی  توسط نویسندگان، بر آن شدیم که 
کتاب سازه‌های تیری را برای اساتید و دانشجویان به زبانی روان و ساده ترجمه و مواردی را 
پوسته‌ها  و  عنوان »صفحات  با  دیگری  کتاب  دیگر  از سوی  بیفزاییم.  آن  بر  تالیفی  به صورت 
اتمام رسیده است که می‌توان گفت  برای ساختارهای هوشمند« توسط همین نویسندگان به 
در راستای همین موضوع بوده و در کنار منابع فراوان دروس »تئوری الاستیسیته« و »تئوری 
ورق و پوسته« این دو کتاب منبع بسیار ارزشمندی بوده و خلا این دروس سازه‌ای را به طور 

کامل پوشش می‌دهد.
با توجه به پیشگفتار که در آن پیرامون کتاب و فصول آن توضیحات کلی و جامعی بیان شده 
از تکرار مجدد آن پرهیز می‌کنیم. امید است با مطالعه این کتاب دانشی اندک به خوانندگان 
منتقل گردد که در این صورت این کتاب و نویسندگان وظیفه خود را در محیط علمی انجام 
برای  آینده‌ای نزدیک و ترم جدید تحصیلی کتاب »صفحات و پوسته‌ها  داده‌اند. همچنین در 

ساختارهای هوشمند« نیز از همین انتشارات به چاپ خواهد رسید.
به کمک پروردگار منان و نیز لطف برخی از دوستان انجام این امر میسر نبود. در هنگام آماده‌سازی 
این آثار عزیزانی ما را یاری فرمودند که بجاست بگوییم تلاشی مضاعف از نویسندگان انجام دادند. 
خانم فولادی )دفتر فنی پایتخت( بابت تایپ و خانم رستمی )دفتر تبلیغاتی نقش واره( بابت صفحه 
آرایی و طراحی جلد و نیز سرکار خانم سپیده حنیفی که کمک شایانی به ما در این مسیر فرمودند 
و نیز دکتر داوودنبی مدیر مسوول انتشارات علم عمران و جناب آقای دکتر احمد ملکی بابت معرفی 
این کتاب جهت انجام آن. با توجه به اینکه این کتاب نیز مانند دیگر آثار خالی از اشکال و ایراد 
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نمی‌باشد از اساتید، مهندسین و دانشجویان گرانقدر تقاضا داریم نظرات و پیشنهادات خود را به 
ایمیل Rostami.Civil.Books@gmail.com  ارسال نمایند تا در ویرایش‌های بعدی کتاب 

مدنظر قرار گرفته و ارتقا علمی با نظرات شما خوانندگان محترم باشد.

باسپاس فراوان
آرش رستمی، سعید داداشی، سامان جهانی

آذر ماه 1395
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در این بخش، مقدمه‌ای کوتاه در مورد مطالب کتاب همراه با مرور کلی مشارکت این کتاب در 
تجزیه و تحلیل سازه‌های تیری ارائه شده است.

دلیل نگارش کتاب دیگری در مورد تیرها
نیازی به کتاب دیگری در مورد نظریه‌های تیر وجود ندارد. در واقع، کتابهای بسیاری در دسترس 
هستند که به قلم برخی از برجسته ترین و با استعدادترین دانشمندان در حوزه تئوری الاستیسیته 
و سازه نوشته شده‌اند. تحریر کتابی بهتر امری بسیار دشوار است. پس چرا باید یک کتاب جدید 
در مورد نظریه‌های تیر نوشت؟ دلیل آن این است که این کتاب روشی برای کار با نظریه تیر ارائه 
میدهد که پیشتر در نظر گرفته نشده است. همانطور که در فصل‌های بعدی توضیح داده خواهد 
بود  برای صفحات و پوسته‌ها در دهه گذشته معرفی شده  اول  نویسنده  شد، روشی که توسط 
در اینجا برای تیرها اعمال می‌شود تا گروه بزرگی از نظریه‌های )تیری( سلسله مراتبی )حرکتی 
متغیر( یک بعدی ایجاد شود، که همگی برای ساخت معادلات حاکم و یا ماتریس المان محدود 
مبتنی بر تکنیک‌های خودکار هستند. نظریه‌های منتج شده امکان کار با هندسه سطح مقطع 
فراهم  را  بعدی  راه حل‌های شبه سه  به  و، در عین حال، دستیابی  بارگذاری  تحت هر شرایط 

می‌آورد. این نتایج حاصله هستند که منجر به منحصر به فرد بودن کتاب حاضر می‌شوند.

بررسی پیشینه پژوهش
نظریه‌های تیر به طور گسترده برای تجزیه و تحلیل رفتار ساختاری اجزای بلند و باریک از قبیل 
ستون‌ها، قوس‌ها، تیغه‌ها، بال هواپیما، و پل‌ها استفاده می‌شوند. مزیت اصلی مدل‌های تیری این 
است که آنها مساله سه بعدی را به مجموعه‌ای از متغیرها کاهش می‌دهد که تنها مبتنی بر مختصات 
تیر-محور هستند. المان‌ها ساختاری یک بعدی به دست آمده ساده تر هستند و از نظر محاسباتی 

مقدمه
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کارآمدتر از المان‌ها دو بعدی )صفحه / پوسته( و سه بعدی )جامد( هستند. این ویژگی باعث می‌شود 
نظریه‌های تیر برای تجزیه و تحلیل استاتیکی و دینامیکی سازه‌ها بسیار جذاب باشند.

نظریه‌های کلاسیک که کاربرد فراوانی داشته‌اند توسط اویلر-برنولی)برنولی، 1751؛ اویلر، 1744(، 
د سنت ونانت )1856 الف، ب(، و تیموشنکو )1921، 1922( ارائه شده‌اند. دو مورد اول تغییر 
شکل برشی عرضی را در نظر نمی‌گیرند. مدل تیموشنکو توزیع برشی یکنواختی در امتداد سطح 
مقطع تیر در نظر می‌گیرد. مقایسه جامع نظریه‌های اویلر-برنولی و تیموشنکو توسط موسیچسکو 
)1984( انجام شده است. با این حال، هیچ یک از این نظریه‌ها نمی‌توانند اثرات غیر کلاسیک 
مانند تاب خوردگی، تغییر شکل خارج از صفحه و داخل صفحه، جفت‌شدگی پیچشی-خمشی، و 
یا شرایط مرزی موضعی، چه هندسی و چه مکانیکی، را تشخیص دهند. این اثرات معمولا ناشی 

از نسبت‌های کوچک لاغری، دیواره‌های نازک، و ناهمسانگردی مواد هستند.
روش‌های بسیاری برای غلبه بر محدودیت‌های نظریه‌های کلاسیک و فراهم آوردن امکان استفاده 
از مدل‌های یک بعدی برای هر هندسه یا شرایط مرزی پیشنهاد شده است. نمونه‌های بسیاری 
از این مدل‌ها را می‌توان در بسیاری از کتاب‌های معروف در مورد نظریه الاستیسیته ، به عنوان 
مثال، کتاب نووژیلو )1961(، پیدا کرد. تحولات اخیر در مدل‌های تیری با استفاده از روش‌های 
راه حل  اساس  بر  تاب خوردگی  توابع  از  استفاده  برشی،  قبیل معرفی عوامل اصلاح  از  مختلف 
یافته تیر )GBTs(، و  دو سنت ونانت، راه حل مجانبی تغییری )VABS(، نظریه‌های تعمیم 

مدل‌های تیر مرتبه بالاتر به دست آمده است. 
عوامل  از  استفاده  با  بسیاری  کارهای  تیری کلاسیک،  نظریه‌های  کلی  پاسخ  کردن  ثابت  برای 
اصلاح برشی مناسب، مانند کتاب‌های تیمونشکو و گودیر )1970( و سوکولنیکف )1956(، انجام 
شده است. در میان بسیاری از مقالات موجود در مورد این موضوع، مقالات کوپر )1966(، کریشنا 
مورتی )1985(، پای و شولتز )1999(، و مچاب و همکاران )2008( به طور خاصی مورد توجه 
قرار گرفته‌اند. گراتمن و همکارانش )گراتمن و همکاران 1999؛ گراتمن و واگنر، 2001؛ واگنر و 
گراتمن، 2002( تلاش بسیاری کرده‌اند تا عوامل اصلاح برشی را برای چند حالت ساختاری از 
قبیل تنش‌های پیچشی و خمشی برشی در تیرهای منشوری، سطح مقطع‌هایی با اشکال دلخواه، 

سازه‌های گسترده، با دیواره‌های نازک، و پل مانند محاسبه کنند.
ال فاطمی )ال فاطمی، 2007a، B، C ،2002، ال فاطمی و زنزری، 2004( با معرفی تابع تاب 
خوردگی، φ، به منظور افزایش شرح تنش نرمال و برشی تیر، مدل‌های جابجایی در طول سطح 
مقطع تیر را بهبود بخشیدند. همانطور که در کار کرایترمن )1987( اظهار شده است، تاثیر انتهای 

سطح مقطع با توجه به شرایط مرزی با استفاده از این مدل بررسی شده است.
و  لادوز  است.  بوده  پیشرفته  تیری  مدل‌های  از  بسیاری  نظری  مبنای  ونانت  سنت  د  حل  راه 
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همکارانش )لادوز و سیموندز، 1996، 1998؛ لادوز و همکاران، 2004( معادلات الاستیسیته سه 
بعدی را به سازه‌های تیر مانند کاهش داده‌اند. راه حل حاصل به عنوان مجموع بخش د سنت 
ونانت و بخش باقی مانده مدل‌سازی شده و برای تیرهایی با نسبت ابعاد بالا با سطح مقطع‌هایی 
با دیواره‌های نازک اعمال شده است. دیگر نظریه‌های تیر مبتنی بر میدان جابجایی پیشنهادی 
لس آن )1986( بوده و با استفاده از المان محدود نیمه تحلیلی پیشنهادی دونگ و همکارانش 
)دونگ و همکاران، 2001؛ کوسماتکا و همکاران، 2001؛ لین و همکاران، 2001؛ لین و دونگ، 

2006( حل شده‌اند.
ارائه  تغییری  روش‌های  اساس  بر   )1992( همکاران  و  بردیچسکای  توسط  مجانبی  بسط‌های 
شده‌اند. این کار نشان دهنده نقطه شروع یک روش جایگزین برای ساخت نظریه تیر پالوده شده 
است که در آن یک پارامتر مشخصه )به عنوان مثال، ضخامت سطح مقطعی تیر( برای ساخت یک 
سری مجانبی مورد استفاده قرار می‌گیرد. عباراتی که هنگام به صفر رسیدن پارامتر مرتبه یکسانی 
با آن دارند، باقی می‌مانند. مدل‌هایی که به روش مجانبی کمک کرده‌اند مربوط به مدل‌های ارائه 
شده توسط ولوی و همکاران )1999(، ولوی و هاجز )2000(، پوپسکو و هاجز )2000(، یو و 

همکاران )2002a، b( و یو و هاجز )2004، 2005( می‌باشند.
شده‌اند.  گرفته   )1994  ،1989  ،1966 )شارت،  شارت  کار  از  تیر  یافته  تعمیم  نظریه‌های 
تیر سطح مقطع‌هایی  توابع چند ضابطه‌ای  توصیف  از  استفاده  با  تیر  یافته  تعمیم  نظریه‌های 
به  تیر  یافته  تعمیم  نظریه‌های  بهبود می‌بخشند.  را  تئوری‌های کلاسیک  نازک  دیواره‌های  با 
و  )دینیس  همکارانشان  و  کاموتیم  و  سیلوستره  توسط  مختلف،  اشکال  در  گسترده‌ای،  طور 
به کار   )2002 ، همکاران، 2006؛ سیلوستره، 2002، 2003، 2007؛ سیلوستره و کاموتیم 
رفته و توسعه یافته‌اند. نظریه‌های مرتبه بالاتر بسیاری مبتنی بر میدان جابجایی بهبود یافته 
در طول سطح مقطع تیر معرفی شده‌اند تا اثرات غیر کلاسیک را نیز در بر گیرند. ملاحظات 
مربوط به نظریه‌های مرتبه بالاتر تیر توسط واشیزو )1968( مطرح شده‌اند. مدل پیشرفته‌ای 
المان‌ها  نویسندگان  این  است؛  شده  ارائه   )1984( شین  شیک  و  کاسر-سرولچای  توسط 
محدود کلاسیک تیر را با معرفی درجات آزادی جدیدی برای توصیف رفتار سطح مقطع تیر 
توسط  شده  انجام  بررسی  در  می‌توان  را  شده  پالوده  تیری  مدل‌های  سایر  بخشیدند.  بهبود 
پسا  و  انتشار موج، کمانش  ارتعاش،  بر خمش،  پیدا کرد که   )1989a، b( راسیتی  و  کاپانیا 
با استفاده  نازک  با دیواره‌های  کمانش متمرکز شده است. مساله‌های هواکشسانی سازه‌هایی 
از تیرهایی با مرتبه بالاتر توسط لیبرسکو و سانگ )1992( و شین و لیبرسکو )2002( مورد 

گرفته‌اند. قرار  بررسی 
پیشینه پژوهش نشان دهنده توجه به توسعه بیشتر نظریه‌های پالوده شده برای تیرها می‌باشد.
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رویکردهای کلاسیک و نوین: روش‌های تغییری و فرمولاسیون یکپارچه کاررا
در این کتاب برای تجزیه و تحلیل استاتیکی و دینامیکی سازه‌های یک بعدی، "تیرهایی" با سطح 
مقطع‌های فشرده و دیواره‌های نازک، بر نظریه‌های پالوده شده تنها با متغیرهای جابجایی تعمیم 
بدست  کاررا  یکپارچه  فرمولاسیون  بالاتر در چارچوب  مرتبه  است. مدل‌های  تمرکز شده  یافته 
آمده‌اند. این فرمولاسیون در دهه گذشته برای مدل‌های صفحه‌ای / پوسته‌ای توسعه یافته )کاررا، 
1995، 2002، 2003؛ کاررا و همکاران، 2008( و اخیرا برای مدل سازی تیر گسترش یافته است 
)کاررا و گیونتا، 2010(. فرمولاسیون حاضر برای تجزیه و تحلیل استاتیکی سازه‌های فشرده و 
دارای دیواره نازک مورد استفاده قرار گرفته است )کاررا و همکاران، 2010a(. تجزیه و تحلیل‌های 
ارتعاش آزاد بر روی مدل‌های استوانه‌ای میان تهی و بال شکل انجام شده‌اند )کاررا و همکاران، 
2011، 2011(. مدل تیری تنها با درجه آزادی جابجایی توسعه داده شده است )کاررا و پترولو، 

2010( و نتایج مجانبی مانند در مطالعه کاررا و پترولو )2011( به دست آمده است.
فرمولاسیون یکپارچه کاررا فرمولاسیونی سلسله مراتبی است که مرتبه مدل را به عنوان پارامتر آزاد 
)یعنی ورودی( تجزیه و تحلیل در نظر می‌گیرد. به عبارت دیگر، مدل‌های پالوده شده بدون نیاز 
به فرمولاسیون‌های موقت بدست می‌آیند. نظریه‌های تیر بر اساس بسط نوع تیلور بدست می‌آیند. 
نظریه‌های تیر اویلر-برنولی و تیموشنکو به عنوان موارد خاص به دست آمده‌اند. روش المان محدود برای 

کار با هندسه‌ها و همچنین شرایط هندسی و بارگذاری دلخواه استفاده شده است.

نمای کلی مطالب
برای نشان دادن خلاصه‌ای از آنچه که مورد بحث قرار خواهد گرفت، شرح مختصری از طرح 
کتاب ارائه می‌شود. فصل 1 معادلات اساسی که تجزیه و تحلیل‌های ساختاری بر اساس آنها انجام 
ارائه  را  ساختاری،  معادلات  و  کرنش-جابجایی،  هندسی  روابط  تعادل،  معادلات  یعنی  شده‌اند، 

می‌دهد. اصل جابجایی مجازی نیز به دو صورت قوی و ضعیف معرفی می‌شود.
فصل 2 به تشریح نظریه‌های تیری کلاسیک، یعنی مدل اویلر-برنولی و تیموشنکو، می‌پردازد. 
این نظریه‌ها معرفی شده و سپس کرنش‌ها، تنش‌ها، و معادلات الاستیکا مشتق  مدل حرکتی 

می‌شوند. مثال‌های عددی به منظور تاکید بر تفاوت‌های بین این دو مدل ارائه می‌شود.
اولین مدل پالوده شده این کتاب در فصل 3 مطرح می‌شود، که در آن نمونه بسط کامل خطی 
این  کننده  مشخص  صفحه‌ای  درون  کشش  عبارات  اهمیت  به  خاصی  توجه  است.  شده  ارائه 
مدل مبذول شده است. چند مثال به منظور تاکید بر اهمیت این عبارات و ناکارآمدی مدل‌های 

کلاسیک برای مقابله با کشش درون صفحه‌ای ارائه شده است.
اولین تلاش در جهت ساخت یک نظریه یکپارچه در فصل 4 انجام شده است، که در آن مدل‌های 
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کلاسیک و خطی فوق به شیوه‌ای یکپارچه نشان داده شده‌اند. روش ارائه شده نشان دهنده اولین 
گام اساسی در به دست آوردن فرمولاسیون یکپارچه کاررا است. این فصل با بحث در مورد پدیده 

قفل شدگی پواسون و اصلاح آن به پایان می‌رسد.
کلیدی  نکات  تمام  از  مفصلی  شرح  و  می‌شود  معرفی   5 فصل  در  کاررا  یکپارچه  فرمولاسیون 
مربوط به فرمولاسیون یکپارچه کاررا ارائه می‌شود. اشکال قوی و ضعیف این فرمولاسیون نیز ارائه 
می‌شود. تمامی‌ماتریس‌های اساسی با استفاده از سیستم مونتاژ هسته اساسی، که نشان دهنده 

هسته فرمولاسیون است، بدست می‌آیند.
می‌دهد.  ارائه  را  کرنش  و  جابجایی  میدان  نظر  از  بالاتر  مرتبه  نظریه‌های  از  تعدادی   6 فصل 
بر  تاکید  به منظور  با هر مرتبه مشخص  به دست آوردن مدل‌هایی  برای  نیاز  فرمول‌های مورد 

قابلیت‌های سلسله مراتبی فرمولاسیون یکپارچه کاررا ارائه شده است.
گزارش گسترده و جامع دستورالعمل اجرا در فصل 7 ارائه شده است که در آن تمام مسائل اصلی 
مربوط به اجرای المان محدود فرمولاسیون یکپارچه کاررا از جمله روش مونتاژ، ادغام عددی، و 
مراحل اصلی پیش و و پسا پردازش مطرح شده است. تعداد زیادی معیار عددی به منظور انجام 
مقایسه ارائه شده است. سپس چند فصل بعدی به کاربرد مدل‌های تیری فرمولاسیون یکپارچه 

کاررا می‌پردازند.
فصل 8 قابلیت‌های به اصطلاح پوسته مانند مدل را نشان می‌دهد. چند مساله ساختاری با توجه 
مقایسه  است.  شده  گرفته  نظر  در  نقطه‌ای  بارهای  و  نازک  دیواره‌های  با  سازه‌هایی  به  خاصی 

مدل‌های پوسته‌ای و جامد از نظر دقت و هزینه محاسباتی نیز ارائه شده است.
مدل  گسترش   10 فصل  که  حالی  در  است،  شده  انجام   9 فصل  در  کمانش  تحلیل  و  تجزیه 

فرمولاسیون یکپارچه کاررا به سازه‌های ساخته شده از مواد مدرج تابعی را نشان می‌دهد.
فصل 11 روش آرلیکوئین و کاربرد آن در مدل‌های تیری فرمولاسیون یکپارچه کاررا را مطرح می‌کند. 
سازه‌ها با استفاده از نظریه‌های تیری چند مرتبه‌ای تجزیه و تحلیل شده‌اند؛ یعنی، مرتبه مدل تیری به 

صورت متمرکز تنظیم می‌شود تا هزینه‌های محاسباتی تجزیه و تحلیل بهینه سازی شود.
تجزیه و تحلیل گسترده اثربخشی نظریه‌های مرتبه بالاتر در فصل 12 انجام می‌شود، که در آن 
روش به اصطلاح بدیهی-مجانبی ارائه شده و برای ساخت مدل‌های پالوده شده بر اساس دقت 
مشخصی که به عنوان ورودی تجزیه و تحلیل در نظر گرفته شده مورد استفاده قرار گرفته است. 
اثر پارامترهای مشخصه مختلف مانند نسبت لاغری، شرایط مرزی و متغیرهای خروجی نیز در 

نظر گرفته شده است.
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معادلات اصلی 
اجسام تغییرشکل‌پذیر پیوسته

فصل اول
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1-1. خلاصه

در این فصل معادلات هندسی و ساختاری مکانیک ساختاری محیط‌های پیوسته در مورد حالت خطی 
مرور می‌شوند و علائم و سیستم‌های مرجع مورد استفاده در طول کتاب نیز معرفی می‌شوند.

1-1 جابجایی، کرنش و تنش
 ،x، y در یک سیستم دکارتی سه متعامدی V با حجم C اکنون جسم تغییرشکل پذیر پیوسته
و z را همانطور که در شکل )1-1( نشان داده شده است را در نظر می‌گیریم. متغیرهای مرتبط 

زیر معرفی می‌شوند:
:P ،در نقطه ،u ،جایجایی‌های

هنگامی که جسم C در معرض شرایط مرزی مکانیکی و طبیعی قرار بگیرد، سه تابع پیوسته  
)uz)x, y, z( ،uy)x, y, z(  ،ux)x, y, z حالت تغییرشکل یافته جسم C را به دست می‌دهند. 
محاسبه چنین حالت تغییر شکل یافته‌ای مشکل اساسی الاستیسیته سه بعدی باقی مانده است.

شکل 1-1 هندسه و نمادهای جسم تغییر شکل پذیر سه بعدی.
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Fundamental equations
of continuous deformable
bodies

This chapter recalls the geometrical and constitutive equations of continuum struc-
tural mechanics in the linear case. Symbols and reference systems that will be used
throughout the book are also introduced.

1.1 Displacement, strain, and stresses

Let us consider a continuous deformable body C with volume V in a three-
orthogonal Cartesian system x, y, z as shown in Figure 1.1. The following relevant
variables are introduced:

� Displacements, u, of a point P:

u = {ux, uy, uz}T

When the body C is subjected to mechanical and natural boundary condi-
tions, the three continuous functions ux (x, y, z), uy(x, y, z), uz(x, y, z) give

Beam Structures: Classical and Advanced Theories, First Edition.Erasmo Carrera, Gaetano Giunta and Marco Petrolo.
© 2011 John Wiley & Sons, Ltd. Published 2011 by John Wiley & Sons, Ltd.

1

P1: OTA/XYZ P2: ABC
JWST088-01 JWST088-Carrera July 6, 2011 15:14 Printer Name: Yet to Come

2 FUNDAMENTAL EQUATIONS OF CONTINUOUS DEFORMABLE BODIES

Figure 1.1 Geometry and notations for a 3D deformable body.

the deformed state of C. The calculation of such a deformed state remains
the fundamental problem of 3D elasticity.

� Strains, �:

� = {�xx , �yy, �zz, �xz, �yz, �xy, �zx , �yx , �yz}T

These nine terms describe the deformed configuration in a three-orthogonal
term of unit vectors (ix, iy, iz) in P. The axial deformations are

�xx , �yy, �zz

Shear strains, which are symmetric, are

�xz = �zx , �xy = �yx , �yz = �zy

� Stresses, σ , at a point P:

σ = {σxx , σyy, σzz, σxz, σyz, σxy, σzx , σyx , σyz}T

Axial stresses are

σxx , σyy, σzz
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کرنش‌ها، 

این نهُ عبارت توصیف کننده پیکربندی تغییر شکل یافته در یک دوره سه متعامدی بردار واحد 
)ix, iy, iz( در نقطه P هستند. تغییرشکل‌های محوری عبارتند از:

کرنش‌های برشی، که متقارن هستند، عبارتند از:

P در نقطه ،σ ،تنش‌ها

تنش‌های محوری عبارتند از:

تنش‌های برشی، که متقارن هستند، عبارتند از:

2-1 معادلات تعادل از نظر اجزای تنش و شرایط مرزی
معادلات تعادل اساسی زیر در یک نقطه عمومی از جسم C صادق هستند:

)1-1(

 نیروهای جسم در واحد حجم می‌باشند. روی مرز جسم C، اجزای بردار 
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EQUILIBRIUM EQUATIONS OF STRESS COMPONENTS AND BCS 3

Shear stresses, which are symmetric, are

σxz = σzx , σxy = σyx , σyz = σzy

1.2 Equilibrium equations in terms of stress
components and boundary conditions

At a generic point of the body C the following fundamental equilibrium equa-
tions hold:
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(1.1)

where X, Y, and Z are the body forces per unit volume. On the boundary of the
body C, the stress vector components at a generic point must fulfill the follow-
ing conditions:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

σxx nx + σyx ny + σzx nz = Px

σxy nx + σyy ny + σzy nz = Py

σxz nx + σyz ny + σzz nz = Pz

(1.2)

where nx, ny, and nz are the direction cosines, and P is the resultant of the external
forces per unit area acting on the boundary of C. These are known as mechanical
boundary conditions. Geometrical conditions can also be imposed stating that

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ux = Ux

uy = Uy

ux = Uz

(1.3)

where Ux , Uy , and Uz are imposed displacements on the outer surface of C.

 و 
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که در آن
تنش در یک نقطه عمومی باید شرایط زیر را دارا باشند : 

 )2-1(
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the deformed state of C. The calculation of such a deformed state remains
the fundamental problem of 3D elasticity.

� Strains, �:
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These nine terms describe the deformed configuration in a three-orthogonal
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Shear stresses, which are symmetric, are

σxz = σzx , σxy = σyx , σyz = σzy

1.2 Equilibrium equations in terms of stress
components and boundary conditions

At a generic point of the body C the following fundamental equilibrium equa-
tions hold:
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where X, Y, and Z are the body forces per unit volume. On the boundary of the
body C, the stress vector components at a generic point must fulfill the follow-
ing conditions:

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

σxx nx + σyx ny + σzx nz = Px

σxy nx + σyy ny + σzy nz = Py

σxz nx + σyz ny + σzz nz = Pz

(1.2)

where nx, ny, and nz are the direction cosines, and P is the resultant of the external
forces per unit area acting on the boundary of C. These are known as mechanical
boundary conditions. Geometrical conditions can also be imposed stating that

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ux = Ux

uy = Uy

ux = Uz

(1.3)

where Ux , Uy , and Uz are imposed displacements on the outer surface of C.
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where Ux , Uy , and Uz are imposed displacements on the outer surface of C.

که در آن nx، ny، و nz کسینوس‌های جهت هستند، و P حاصل نیروهای خارجی در واحد سطح 
است که روی مرز جسم C عمل می‌کند. این عبارات به عنوان شرایط مرزی مکانیکی شناخته 

می‌شوند. شرایط هندسی را نیز می‌توان با بیان حالت زیر اعمال کرد: 

                                                                      )3-1(

 جایجایی‌های تحمیل شده بر سطح خارجی جسم C هستند.
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where Ux , Uy , and Uz are imposed displacements on the outer surface of C. که در آن

3-1. روابط کرنش و جابجایی
کرنش‌ها از طریق روابط هندسی زیر که تحت فرض خطی بودن معتبر هستند با جابجایی در 

رابطه هستند: 

    )4-1(

                                               
که در آن εzy و εxy اجزای کرنش مهندسی هستند که معمولا به صورت γzy و γxy نشان داده می‌شوند. 

در این کتاب هر دو علامت ε و γ برای نشان دادن اجزای کرنش مهندسی استفاده می‌شوند.

4-1 روابط مشخصه: قانون هوک
اجزای تنش و کرنش مستقل نیستند، یک رابطه فیزیکی وجود دارد که بستگی به مواد مورد 

استفاده دارد. در مورد الاستیک خطی، حالات قانون هوک به شرح زیر هستند:
                                                       )5-1(

که در آن ضرایب صلبیت Cij معرفی شده اند. سازگاری‌های الاستیک را نیز می‌توان مورد استفاده 
قرار داد:
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4 FUNDAMENTAL EQUATIONS OF CONTINUOUS DEFORMABLE BODIES

1.3 Strain displacement relations

Strains are related to displacements by the following geometrical relations that are
valid under the assumption of linearity:
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(1.4)

εzy and εxy are the engineering strain components which are usually denoted as
γzy and γxy . In this book both symbols ε and γ are used to indicate the engineering
strain components.

1.4 Constitutive relations: Hooke’s law

Stress and strain components are not independent, a physical relation exists that
depends on the used materials. In the linear elastic case, Hooke law states

{σ } = [C] {�} (1.5)

where the stiffness coefficients Cij have been introduced. Compliances can be
also used:

{�} = [S] {σ } (1.6)

For isotropic materials the explicit form of C is

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C11 C12 C13 0 0 0

C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1.7)
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                                                        )6-1(
در مواد همسانگرد، شکل صریح و روشن جسم C به صورت زیر است:

    )7-1(

                                           
که در آن:

 )8-1(
                    

با اشاره به سازگاری‌های الاستیک، خواهیم داشت:

 )9-1(

                                                 
که در آن:

)10-1(
   

E مدول یانگ است، G مدول برشی است، و ν نسبت پواسون است که رابطه آن‌ها به صورت 
زیر است:

)11-1(                                
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DISPLACEMENT APPROACH VIA PVD 5

where

C11 = C22 = C33 = E (1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)

C12 = C13 = C23 = νE

(1 + ν)(1 − 2ν)

C44 = C55 = C66 = G

(1.8)

By referring to compliances one has

S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S11 S12 S13 0 0 0

S12 S22 S23 0 0 0

S13 S23 S33 0 0 0

0 0 0 S44 0 0

0 0 0 0 S55 0

0 0 0 0 0 S66

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1.9)

where

S11 = S22 = S33 = 1/E

S12 = S23 = S13 = −(ν/E)

S44 = S55 = S66 = 1/G

(1.10)

E is Young’s modulus, G is the shear modulus, and ν is the Poisson ratio, which
are related by

G = E

2 (1 + ν)
(1.11)

1.5 Displacement approach via principle of
virtual displacements

The 3D equations written above are only part of the known equations of deformable
bodies. Other variables could be introduced, such as stress functions as well as
compatibility conditions on strains. Appropriate variational statements can be
introduced to establish the variational form of the 3D equations, well-known
examples being: the principle of virtual displacements, the principle of virtual
forces, and mixed variational principles (such as the Hu–Washizu variational
statement). These are not discussed in this book, details can be found in the book
by Washizu (1968).
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1-5 رویکرد جابجایی از طریق اصل جابجایی مجازی
از معادلات شناخته شده  تنها بخشی  معادلات سه بعدی که در بخش‌های قبلی نوشته شدند 
اجسام تغییرشکل پذیر هستند. متغیرهای دیگری مانند توابع تنش و همچنین شرایط سازگاری 
ایجاد شکل  برای  می‌توان  را  مناسبی  تغییری  عبارات  کرد.  معرفی  می‌توان  نیز  را  کرنش‌ها  در 
تغییرات معادلات سه بعدی معرفی کرد، که نمونه‌های شناخته شده آن اصل جابجایی مجازی، 
اصل نیروهای مجازی، و اصول تغییرات مخلوط هستند )مانند بیانیه تغییرات هو-واشیزو(. این 
در   )1968( واشیزو  کتاب  در  بیشتر  جزئیات  نمی‌گیرند،  قرار  بحث  مورد  کتاب  این  در  موارد 

دسترس می‌باشد. مزایای اصلی اشاره به عبارات تغییرات عبارتند از:
معادلات سه بعدی حاکم را می‌توان به هر دو صورت ضعیف و قوی نوشت.

نظریه‌های تقریبی را می‌توان مطرح کرد و معادلات تغییرات حاکم سازگار را می‌توان بدست آورد.
با توجه به انتخاب متغیرهای مجهول، معادلات سه بعدی را می‌توان به روش‌های مختلف تدوین 

کرد، یعنی، فرمولاسیون‌های جابجایی، تنش، و یا ترکیبی را می‌توان مورد استفاده قرار داد.
جابجایی  اصل  مربوط  تغییرات  عبارت  می‌کند.  اشاره  جابجایی  مجهول‌های  به  تنها  کتاب  این 
مجازی )PVD( است، که اظهار دارد که تغییر مجازی کار داخلی، δLint باید با تغییر مجازی کار 

خارجی و اینرسی، δLext و δLine برابر باشد:

  )12-1(
                                    

که در آن V دامنه حجم جسم است.
در نظریه تدوین شده جابجایی سازه‌ها، متغیرهای جابجایی از نظر دیگر مقادیر و یا متغیرهای 
جابجایی بیان می‌شوند. اگر مساله سه بعدی در نظر گرفته شود، متغیر عمومی جابجایی، S، به 

صورت زیر نوشته می‌شود:

)13-1(
                                  

که در آن )Fτ)x, y, z توابع پایه مورد استفاده برای تخمین s بالای V است؛ Sτ مجهول‌های 
مساله هستند، که می‌تواند مقادیر جابجایی، مشتقات آنها، و یا عبارات مرتبه بالاتر کلی باشد. 
آوردن  دست  به  برای  مجازی  جابجایی  اصل  دارد.  بستگی  شده  اتخاذ  گسترش  به   Sτ معنای 

معادلات حاکم با توجه به متغیرهای Sτ استفاده می‌شود.
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6 FUNDAMENTAL EQUATIONS OF CONTINUOUS DEFORMABLE BODIES

The main advantages of referring to variational statements are the following:

� Governing 3D equations can be written in both weak and strong form.

� Approximated theories can be built and related variationally consistent
governing equations can be obtained.

The 3D equations can be formulated in different ways according to the choice made
for the unknown variables, that is, displacement, stress, or mixed formulations can
be used.

This book only refers to displacement unknowns. The related variational state-
ment is the principle of virtual displacement (PVD), which states that the virtual
variation of the internal work, δLint has to be equal to the virtual variation of the
external and inertial work, δLext and δLine:

∫

V
δ�T σdV

︸ ︷︷ ︸
δLint

= δLext + δLine (1.12)

where V is the volume domain of the body.
In the displacement-formulated theory of structures, the displacement variables

are expressed in terms of other displacement values or variables. If a 3D problem
is considered, the generic displacement variable, s, will be written as

s(x, y, x) = Fτ (x, y, z)Sτ , τ = 1, M (1.13)

where Fτ (x, y, z) are base functions exploited to approximate s above V; Sτ are
the problem unknowns, which can be displacement values, their derivatives, or
generic higher-order terms. The meaning of Sτ depends on the adopted expansion.
PVD is used to obtain governing equations according to the Sτ variables.

The role of Fτ is related to the model to be approximated. In the case of
plates, for instance, base functions are introduced along the thickness direction,
see Figure 1.2:

Fτplate = f (z) (1.14)

Figure 1.2 Plate domain and contour.
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معادلات اصلی اجسام تغییرشکل‌پذیر پیوسته
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نقش Fτ مربوط به مدلی است که برآورد می‌شود. به عنوان مثال، توابع پایه در مورد صفحات 
زیرسری در امتداد جهت ضخامت معرفی می‌شوند، که در شکل )1-2( قابل مشاهده است:

                        )14-1(

شکل 1-2 دامنه و کانتور صفحه زیرسری

زیرسری  از ضخامت صفحه  بالاتر  زمینه جابجایی  در  تقریب‌ها  که  است  معنی  این  به  امر  این 
معرفی می‌شوند. در مورد تیرها، توابع پایه بالاتر از سطح مقطع، Ω، معرفی می‌شوند که در شکل 

1-3 قابل مشاهده است:

                  )15-1(

شکل 1-3 دامنه و کانتور صفحه زیرسری

سپس، زمینه جابجایی بالاتر از سطح مقطع با استفاده از )Fτ)x, z مدل سازی می‌شود.
معادلات حاکم را می‌توان به دو صورت قوی و ضعیف فرموله کرد. هر دو حالت فرمولاسیون‌ها 
در این کتاب مورد استفاده قرار می‌گیرند. راه حل‌های فرموله شده به صورت قوی معمولا به دو 

صورت مشارکت دارند:
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In the displacement-formulated theory of structures, the displacement variables

are expressed in terms of other displacement values or variables. If a 3D problem
is considered, the generic displacement variable, s, will be written as

s(x, y, x) = Fτ (x, y, z)Sτ , τ = 1, M (1.13)

where Fτ (x, y, z) are base functions exploited to approximate s above V; Sτ are
the problem unknowns, which can be displacement values, their derivatives, or
generic higher-order terms. The meaning of Sτ depends on the adopted expansion.
PVD is used to obtain governing equations according to the Sτ variables.

The role of Fτ is related to the model to be approximated. In the case of
plates, for instance, base functions are introduced along the thickness direction,
see Figure 1.2:

Fτplate = f (z) (1.14)
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Figure 1.3 Plate domain and contour.

This means that approximations are introduced on the displacement field above
the thickness of the plate. In the case of beams, base functions are introduced
above the cross-section, �, see Figure 1.3:

Fτbeam = f (x, z) (1.15)

The displacement field above the cross-section is then modeled by means of
Fτ (x, z).

Governing equations can be formulated in strong and weak forms. Both for-
mulations will be utilized in this book. Strong form solutions typically have
two contributions:

� The contribution from the equilibrium at a point of the domain:

δSs : Kτ,s Sτ = Pτ (1.16)

where Pτ is the external load and Kτ,s the stiffness matrix.

� The contribution from boundary conditions:

�τ,s Sτ = �τ,s S̄τ (1.17)

where S̄τ is the imposed displacement at boundaries.

Weak form solutions in this book are obtained by means of finite elements (FEs).
Only one governing equation is obtained in this case:

δqT
τ i K

ijτ sqsj = Pτ i (1.18)

where i and j are indexes related to the interpolation polynomials named shape
functions. Boundary conditions are imposed by acting on the stiffness matrix. The
following considerations about strong and weak forms should be noted:

� Strong form solutions furnish exact solutions consistent with the approxima-
tions related to the structural model adopted. This means that the only error
source is related to the model assumptions. The dimension of the matrices,
that is, the computational cost, is given by the number of unknowns in the
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مشارکت از طرف تعادل در یک نقطه از دامنه:
                                                 )16-1(

که در آن Pτ بار خارجی و Kτ,s ماتریس صلبیت است.

مشارکت از طرف شرایط مرزی:

)17-1(
                                         

 جابجایی تحمیل شده در مرزها است.
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که در آن 
راه حل‌های فرموله شده به صورت ضعیف در این کتاب از طریق روش اجزاء محدود )FES( به 

دست می‌آیند. در این حالت، تنها یک معادله حاکم به دست می‌آید:

      )18-1(
                                       

که در آن i و j شاخص مربوط به چند جمله‌ای درون یابی به نام توابع شکل هستند. شرایط مرزی 
با اعمال بر ماتریس سختی تحمیل می‌شوند. شایان ذکر است که باید به موارد زیر در مورد اشکال 

قوی و ضعیف راه حل‌ها توجه داشت:
- راه حل‌های فرموله شده به شکل قوی راه حل دقیقی مطابق با تقریب مربوط به مدل ساختاری اتخاذ 
شده ارائه می‌دهند. این به این معنی است که تنها منبع خطا مربوط به مفروضات مدل است. ابعاد 
ماتریس‌ها، یعنی، هزینه محاسباتی توسط تعداد مجهولات مدل مشخص می‌شود. از سوی دیگر، راه 

حل‌های بسته معمولا برای تعداد محدودی از هندسه‌ها و شرایط مرزی در دسترس هستند.
- راه حل‌های فرموله شد به شکل ضعیف امکان مقابله با هندسه و شرایط مرزی قراردادی را 
فراهم می‌آورند. خطا در این راه حل‌ها تنها مربوط به مفروضات مدل نیست، بلکه عوامل بیشتری 
مانند تعداد المان‌ها مورد استفاده در مورد مدل‌های اجزاء محدود نیز در آن نقش دارند. هزینه 
محاسباتی نیز به سطح پالایش گسسته سازی مربوط می‌شود: هرچه شبکه ظریف تر باشد، تلاش 

محاسباتی بیشتری مورد نیاز است.
شرح مفصل هر دو فرمولاسیون‌ها در فصل‌های بعدی کتاب ارائه می‌شود.

نکته کلیدی در توسعه نظریه‌های مربوط به سازه‌ها متشکل از انتخاب مناسب متغیرهای مجهول 
برای متعادل کردن پیچیدگی نظریه و دقت آن با توجه به یک "راه حل دقیق" شناخته شده، در 
صورت وجود، می‌باشد. این کتاب به استفاده از بسط‌های عمومی مانند معادله )1-5( برای تیرها 
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از اصل جابجایی مجازی کمک می‌کند. نظریه تیرهای  با استفاده  برای ساخت معادلات حاکم 
سلسله مراتبی و یا، بهتر، مدل‌های تک بعدی برای تجزیه و تحلیل هر نوع سازه تنها با اشاره به 

متغیرهای جابجایی کلی معرفی شده‌اند.
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